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In this paper, we theoretically show the relationship between public
debt GDP ratio and GDP growth rate. Particularly, we derive the
inverted U shape relation between them. To do so, we introduce into the
model financial asset market and focus on the elasticity of substitution
among the assets. We assume that from the view of safety of financial
assets, public debt is elastic for money relatively when the amount of
public debt is small and elastic for capital relatively when the amount
of public debt becomes larger. This assumption enables us to derive
the inverted U shape relation between public debt GDP ratio and GDP
growth rate.
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1) Reinhart and Rogoff（2010）、Reinhart, Reinhart and Rogoff（2012）等を参照された
い。






















値額を V とすると、名目資産総額W は、
W = M + B + V (1)
と表される。ここで、一般物価水準を p、実質 GDPを Y、名目利子率を r、
株式の実質収益率を i、物価上昇率を π とし、貨幣、公的債務、株式の実質需
要関数を Tobin（1969）にしたがって、以下のように表そう4)。
3) 以下の分析は、Cohen and McMenamin（1978）、Friedman（1978）を参考にしている。
4) Tobin（1969）に従い、εY = 0 と仮定している。
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Md/p = α(Y, r, i + π, W/p)、 αY >0、 αr <0、 αi <0、 αw >0 (2)
Bd/p = β(Y, r, i + π, W/p)、 βY <0、 βr >0、 βi <0、 βw >0 (3)
V d/p = ε(Y, r, i + π, W/p)、 εY =0、 εr <0、 εi >0、 εw >0 (4)
さらに、
m = M/pY (5)
b = B/pY (6)
v = V/pY (7)
w = W/pY (8)
とおき、各需要関数は実質 GDPと実質資産に関して一次同次であると仮定す
ると、各資産の市場均衡式は、
m = α(1, r, i + π, w) (9)
b = β(1, r, i + π, w) (10)
v = ε(1, r, i + π, w) (11)
となる。ここで、資産制約条件、




αY + βY + εY = 0 (13)
αr + βr + εr = 0 (14)
αi + βi + εi = 0 (15)







q = V/pK = MP/i (17)
と表される。以下では、単純化のために、
q = 1 (18)
を仮定しよう5)。次に、生産関数は AK型であるとして、
Y = AK (19)
とすると6)、資本の限界生産性MP は、
MP = ∂Y/∂K = A (20)
となり、(17)(18)(20)式から、




m = α(1, r, A + π, m + b + 1/A) (22)
b = β(1, r, A + π, m + b + 1/A) (23)
となる。これより、名目利子率と物価上昇率をマネーストック GDP比率、公
的債務残高 GDP比率について解くと、
r =r(m, b) (24)
rm = −{αiβw + (1 − αw)βi}/∆ < 0 (25)
rb = {αi(1 − βw) + αwβi}/∆ > 0 (26)
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π =π(m, b) (27)
πm = {(1 − αw)βr + αrβw}/∆ < 0 (28)
πb = −{αr(1 − βw) + αwβr}/∆ (29)
∆ = αiβr − αrβi < 0 (30)
を得る7)。ここで、マネーストック GDP比率と公的債務残高 GDP比率の変

















7) πm に関しては、(14)(16) 式を考慮すると、
　 (1 − αw)βr + αrβw = (βw + εw)βr − (βr + εr)βw = εwβr − εrβw > 0
となり (30) 式を考慮すると、πm < 0 を得る。
8) (29) 式の分子は (14)(16) 式を考慮すると
　 αr(1 − βw) + αwβr = αrεw − αwεr = −αrαw(εr/αr − εw/αw)
となり、分母 ∆ も
　 αiβr − αrβi = αrεi − αiεr = −αrαi(εr/αr − εi/αi)
と変形できる。これより、











εr/αr = R(b)、 dR(b)/db > 0、R(0) = 0、R(bs) = εw/αw、
R(bv) = ∞ (32)
これを図示したのが図 1である11)。









10) εr/αr は b 以外の変数にも依存しているが、以下では、(32) 式のように公的債務残高 GDP 比
率のみの関数と仮定する。また、εw、αw、αi、βr、βi に関しては一定と仮定する。
11) R(bv) = ∞ の仮定は、公的債務残高 GDP 比率がある値 bvまで増加すると、公的債務は株式
と完全代替資産と見なされることを意味している。
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さらに、(31)(32)式から、
b = 0のとき、 πb = −εw/εi < 0 (33)





b = bvのとき、 πb = ∞ (35)
が成立している。(32)(33)(35)式を考慮すると、公的債務残高 GDP比率 bと
物価上昇率 π の関係は図 2のように描くことができる。
図 2 　 π と b の関係
bbs bv
0
12) εr = ∞ を意味する。







いま、所得税率を t（＝一定）とすると、可処分所得 YD と税収 T は、それ
ぞれ、
YD = (1 − t)(Y + rB/p) (36)
T = t(Y + rB/p) (37)
と表される。(36)式からわかるように、家計の収入は所得と公的債務の利払
いから構成される。また、政府支出は GDPの一定比率 g と仮定すると、




る公的債務残高の変化を Ḃo と表すと、公的債務残高の変化 Ḃ は、
Ḃ = Ḃf + Ḃo (39)
と表される。財政赤字による公的債務残高の変化は政府の予算制約式を考慮す
ると、
Ḃf/p = G + rB/p − t(Y + rB/p) (40)
と表される。よって、公的債務残高の変化は、(39)(40)式から、
Ḃ/p = G + rB/p − t(Y + rB/p) + Ḃo/p (41)
となる。ここで、マネーストックM の変化は公的債務に対する公開市場操作
によってのみ生じると仮定すると、
Ṁ = −Ḃo (42)
と表すことができ、上式を (41)式に代入すると、
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Ḃ/p = G + rB/p − t(Y + rB/p) − Ṁ/p (43)
を得る。さらに、両辺を Y で割って、(5)(6)(38)式を考慮すると、
b(Ḃ/B) = g + rb − t(1 + rb) − m(Ṁ/M) (44)
を得る。次に、貯蓄を S、貯蓄性向を sとすると、貯蓄は以下のように表さ
れる。
S = sYD (45)
また、家計貯蓄は貨幣需要と株式、公的債務の購入に当てられるので、
S = Ṁ/p + V̇ /p + Ḃ/p (46)
と表される。ここで、(17)(18)式を考慮すると、
V/p = K (47)
となる。(36)(45)(47)式を家計の貯蓄式 (46)式に代入すると、
s(1 − t)(Y + rB/p) = Ṁ/p + Ḃ/p + K̇ (48)
となり、(48)式の両辺を Y で割って (5)(6)式を考慮すると、
K̇/Y = s(1 − t)(1 + rb) − m(Ṁ/M) − b(Ḃ/B) (49)
を得る。さらに、(19)式を考慮すると次式を得る。





δ ≡ g + rb (51)
さらに、(51)式を (44)式に代入すると、




Ẏ /Y = A[{t + s(1 − t)}rb + {t + s(1 − t)} − δ] (53)
最後に、マネーストックGDP比率と公的債務残高GDP比率の変化率は (5)(6)
式より、
ṁ/m = Ṁ/M − Ẏ /Y − π (54)
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Ṁ/M = Ẏ /Y + π (57)
を得る。(52)(53)(57)式を (55)式に代入すると次式を得る。
ḃ = − A{t + s(1 − t)}rb2
− [{Am(t + s(1 − t)) + t}r + A{t + s(1 − t) − δ} + π]b
+ δ − t + Am{δ − t − s(1 − t)} − mπ (58)
ここで、政府支出・利払い GDP比率 δ はある程度の大きさと考え以下の仮定
をおく。
仮定 2
δ > t + s(1 − t) + π/A (59)
この仮定が成立する場合16)、(58)式の ḃ線 は図 6のように描くことができ体
系は安定的であることがわかる17)。
また、(58)式において ḃ = 0とおき、政府支出・利払い GDP比率 δ が増
加した場合の公的債務残高 GDP比率 b∗ への影響を求めると、
db∗/dδ = {A(m + b∗) + 1}/H (60)
H = A(t + s(1− t))((b∗)2rb + 2b∗r) + {A(t + s(1− t))m + t}(r + b∗rb)
+ A{(t + s(1 − t)) − δ} + π + (m + b∗)πb (61)
16) (59) 式より、
　 Amδ − Am(t + s(1 − t)) − mπ > 0、および、 δ − t > 0
を得、ḃ 線の切片がプラスなる。








となる。ここで、分母 H は、(35)式より b∗ が bv に近づくと、πb = ∞とな
り H は必ずプラスになる。
(2) 公的債務残高GDP比率と経済成長率
次に、政府支出・利払い GDP比率 δ が上昇した場合の経済成長率への影響



































18) (62) 式の両辺を、db∗/dδ で割ると (63) 式が得られる。
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A[A{δ− (t + s(1− t))(1+ rb∗)} − π + s(1− t)(r + b∗rb) − (m + b∗)πb]





合、仮定 1と仮定 2の下では、b∗ が小さい場合は d(Ẏ /Y )/db∗ > 0が成
立し、b∗ が大きくなると d(Ẏ /Y )/db∗ < 0となり、公的債務残高 GDP
比率と経済成長率の間には非線型性が成立する。






































21) マネーストック GDP 比率は政策変数で一定であり、さらに、定常状態ではマネーストックの
変化率は公的債務残高の変化率と等しい。
22) (34) 式を意味している。
23) 第 2 節でも観察したように、2009 年以降の平均で見るとマネーストック公的債務残高比率は
M2 の場合は 0.741、M3 の場合は 1.01 とほぼ一定の値で推移している。
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θ = m/b, θ > 0 (65)
と表される。これより、
ṁ/m = ḃ/b (66)
となるので、(54)(55)式より、
Ṁ/M = Ḃ/B (67)
を得る。(52)(53)(65)(67)式を考慮すると (55)式は、
ḃ = − A{t + s(1 − t)}rb2 + [A{δ − (t + s(1 − t))} − π − tr/(1 + θ)]b
+ (δ − t)/(1 + θ) (68)
となる。ここで、政府支出・利払い GDP比率 δ がある程度の大きさと考え仮







24) 仮定 2 より、δ > t + s(1 − t) + π/A > t となる。




ここで、(68)式において ḃ = 0とおき、政府支出・利払い GDP比率 δ が
増加した場合の公的債務残高 GDP比率 b∗ への影響を求めると、
db∗/dδ = {(1 + θ)Ab∗ + 1}/J (69)
J = (1 + θ)A(t + s(1 − t))((b∗)2rb + 2b∗r) + t(r + b∗rb)
− (1 + θ)[A{δ − (t + s(1 − t))} − π] + (1 + θ)πb (70)
となる。ここで、(35)式より b∗ が bv に近づくと、πb = ∞となり分母 J は
必ずプラスになる。
(4) 公的債務残高GDP比率と経済成長率
次に、政府支出・利払い GDP比率 δ が上昇した場合の経済成長率への影響





































= E/{(1 + θ)Ab∗+ 1} (73)
E = −(1 + θ)A(t + s(1 − t))rb∗+ s(1 − t)(b∗rb + r)
+ (1 + θ)A{δ − (t + s(1 − t))}
+ {(1 + θ)Ab∗+ 1}(t + s(1 − t))θb∗rm − (1 + θ)(π + πb) (74)
となる。これより次の命題 2を得る27)。
26) (71) 式の両辺を、db∗/dδ で割ると (72) 式が得られる。
27) 証明に関しては、補論 B を参照されたい。
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命題 2
公開市場操作によりマネーストック公的債務残高比率が一定に保たれてい
る場合、仮定 1と仮定 2の下では、b∗ が小さい場合は d(Ẏ /Y )/db∗ > 0が
成立し、b∗ が大きくなると d(Ẏ /Y )/db∗ < 0となり、公的債務残高 GDP
比率と経済成長率の間には非線型性が成立する。














28) Ardagna, Caselli and Lane（2007）、Baum, Checherita-Westphal and Rother（2013）
等が挙げられる。Ardagna, Caselli and Lane（2007）ではこの閾値は 65%と推定され、
























θ/(1 + θ) = m/(m + b) (77)


























29) 計算については補論 C を参照のこと。
30) (2)～(4) (30) 式から、βwεi − βiεw > 0、αiεw − αwεi < 0、∆ < 0 であるので命題 3 を
得る。
— 21 —












































b∗ = 0のとき (64)式の分子は
A[A{δ − (t + s(1 − t))} − π + s(1 − t)r − mπb] (A-1)
となり、(33)(59)式より、
πb < 0 (A-2)
A{δ − (t + s(1 − t))} − π > 0 (A-3)
となるので、b∗ = 0のとき d(Ẏ /Y )/db∗ > 0となる。他方、b∗ が bv に近づ
くと、(35)式から πb は∞に漸近するので d(Ẏ /Y )/db∗ < 0となる。
補論 B
b∗ = 0のとき (74)式は
E = (1 + θ)[A{δ − (t + s(1 − t))} − π] + s(1 − t)r − (1 + θ)πb
(B-1)
となり、(59)式より第 1項はプラスとなる。また、(33)式より πb < 0であ
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るので、b∗ = 0のとき d(Ẏ /Y )/db∗ > 0となる。他方、b∗ が bv に近づくと、




rb + θrm = [αi(1 − βw) + αwβi − θ{αiβw + (1 − αw)βi}]/∆ (C-1)
ただし、∆ = αiβr − αrβi < 0
を得る。上式の分子は (15)(16)式を考慮すると
αi(1 − βw) + αwβi − θ{αiβw + (1 − αw)βi}
= αi − θβi + (1 + θ)(αwβi − αiβw)
= αiεw − αwεi + θ{αiεw + (1 − αw)εi}
= αiεw − αwεi + θ(βwεi − βiεw) (C-2)
となり、(C-1)式に代入し整理すると (76)式を得る。
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